
G
e
n
e
ra
l Im

a
g
e
 T
ra
n
sfo

rm
s a

n
d
 

A
p
p
lica

tio
n
s

Le
ctu

re
 6
, M

a
rch

 3
rd, 2

0
0
8

Le
xin

g
X
ie

E
E
4
8
3
0
 D
ig
ita
l Im

a
g
e
 P
ro
ce
ssin

g
 

h
ttp

://w
w
w
.e
e
.co

lu
m
b
ia
.e
d
u
/~
xlx/e

e
4
8
3
0
/

th
a
n
ks to

 G
&
W
 w
e
b
site

, M
in
 W

u
, Je

le
n
a
K
o
va
ce
vic

a
n
d
 M
a
rtin

 V
e
tte

rli
fo
r slid

e
 m
a
te
ria
ls

�
H
W
#
2
 d
u
e
 to

d
a
y

�
H
W
#
3
 w
ill b

e
 o
u
t b

y W
e
d
n
e
sd
a
y

�
M
id
te
rm

 o
n
 M
a
rch

 1
0
th

�
“O
p
e
n
-b
o
o
k”

�
Y
E
S
: te

xt b
o
o
k(s), cla

ss n
o
te
s, ca

lcu
la
to
r

�
N
O
: co

m
p
u
te
r/ce

llp
h
o
n
e
/m

a
tla
b
/in

te
rn
e
t

�
5
 a
n
a
lytica

l p
ro
b
le
m
s

�
C
o
ve
ra
g
e
: le

ctu
re
 1
-6
 

�
in
tro

, re
p
re
se
n
ta
tio
n
, co

lo
r, e

n
h
a
n
ce
m
e
n
t, 

tra
n
sfo

rm
s a

n
d
 filte

rin
g
 (u

n
til D

F
T
 a
n
d
 D
C
T
)

�
A
d
d
itio

n
a
l in

stru
cto

r o
ffice

 h
o
u
rs 

�
2
-4
 M
o
n
d
a
y M

a
rch

 1
0
th
, M

u
d
d
1
3
1
2

�
G
ra
d
in
g
 b
re
a
kd
o
w
n

�
H
W
-M
id
te
rm

-F
in
a
l: 3

0
%
-3
0
%
-4
0
%

a
n
n
o
u
n
ce
m
e
n
ts 



o
u
tlin

e

�
R
e
ca
p
 o
f D

F
T
 a
n
d
 D
C
T

�
U
n
ita
ry tra

n
sfo

rm
s

�
K
LT

�
O
th
e
r u

n
ita
ry tra

n
sfo

rm
s

�
M
u
lti-re

so
lu
tio
n
 a
n
d
 w
a
ve
le
ts

�
A
p
p
lica

tio
n
s

�
R
e
a
d
in
g
s fo

r to
d
a
y a

n
d
 la
st w

e
e
k: G

&
W
 C
h
a
p
 4
, 

7
, Ja

in
 5
.1
-5
.1
1

re
ca
p
: tra

n
sfo

rm
 a
s b

a
sis e

xp
a
n
sio

n



re
ca
p
: D

F
T
 a
n
d
 D
C
T
 b
a
sis

1
D
-D
F
T

re
a
l(A

)
im
a
g
(A
)

1
D
-D
C
T

A
N
=
3
2

re
ca
p
: 2

-D
 tra

n
sfo

rm
s

2
D
-D
F
T
 a
n
d
 2
D
-D
C
T
 a
re
 se

p
a
ra
b
le
 tra

n
sfo

rm
s.



se
p
a
ra
b
le
 2
-D
 tra

n
sfo

rm
s

S
ym

m
e
tric 2

D
 se

p
a
ra
b
le
 tra

n
sfo

rm
s ca

n
 

b
e
 e
xp
re
sse

d
 w
ith
 th

e
 n
o
ta
tio
n
s o

f its 
co
rre

sp
o
n
d
in
g
 1
D
 tra

n
sfo

rm
.

W
e
 o
n
ly n

e
e
d
 to

 d
iscu

ss 1
D
 

tra
n
sfo

rm
s

tw
o
 p
ro
p
e
rtie

s o
f D

F
T
 a
n
d
 D
C
T

�
O
rth

o
n
o
rm

a
l
(E
q
5
.5
 in
 Ja

in
)

: n
o
 tw

o
 b
a
sis re

p
re
se
n
t th

e
 sa

m
e
 in
fo
rm

a
tio
n
 in
 th

e
 im

a
g
e

�
C
o
m
p
le
te
n
e
ss (E

q
5
.6
 in
 Ja

in
)

: a
ll in

fo
rm

a
tio
n
 in
 th

e
 im

a
g
e
 a
re
 re

p
re
se
n
te
d
 in
 th

e
 se

t o
f b

a
sis

fu
n
ctio

n
s

m
in
im
ize

d
 w
h
e
n
 



E
xe
rcise

�
H
o
w
 d
o
 w
e
 d
e
co
m
p
o
se
 th

is p
ictu

re
?

D
C
T
2

 
 

−
=

1
1

1
1

2 1

2
A

 
 −

−
−

1
1

1
1

 
 

?
?

?
?

D
C
T
2
 b
a
sis im

a
g
e

D
C
T
2

=
-1

=
1

W
h
a
t if b

la
ck=

0
, d

o
e
s th

e
 tra

n
sfo

rm
 co

e
fficie

n
ts lo

o
k sim

ila
r?

 
 

1
0

0
0

=
0

=
1

?

U
n
ita
ry T

ra
n
sfo

rm
s

T
h
is tra

n
sfo

rm
 is ca

lle
d
 “u

n
ita
ry”

w
h
e
n
 A
 is a

 u
n
ita
ry m

a
trix, 

“o
rth

o
g
o
n
a
l”
w
h
e
n
 A
 is u

n
ita
ry a

n
d
 re

a
l.

T
h
e
 H
e
rm

itia
n
o
f m

a
trix A

 is:

�
T
w
o
 p
ro
p
e
rtie

s im
p
lie
d
 b
y co

n
stru

ctio
n

�
O
rth

o
n
o
rm

a
lity

�
C
o
m
p
le
te
n
e
ss

A
 lin

e
a
r tra

n
sfo

rm
:



E
xe
rcise

�
A
re
 th

e
se
 tra

n
sfo

rm
 m
a
trixe

s u
n
ita
ry/o

rth
o
g
o
n
a
l?

 
 

1

1

2 1

j

j
 

 −
2

2j

j

 
 −

θ
θ

θ
θ

c
o
s

s
in

s
in

c
o
s

    

    

−
2 1

2 1

2 1

2 1

 
 

2
1

3
2

p
ro
p
e
rtie

s o
f 1

-D
 u
n
ita
ry tra

n
sfo

rm

�
e
n
e
rg
y co

n
se
rva

tio
n

�
ro
ta
tio
n
 in
va
ria
n
ce

�
th
e
 a
n
g
le
s b

e
tw
e
e
n
 ve

cto
rs a

re
 p
re
se
rve

d

�
u
n
ita
ry tra

n
sfo

rm
: ro

ta
te
 a
 ve

cto
r in

 R
n, 

i.e
., ro

ta
te
 th

e
 b
a
sis co

o
rd
in
a
te
s



o
b
se
rva

tio
n
s a

b
o
u
t u

n
ita
ry tra

n
sfo

rm

�
E
n
e
rg
y C

o
m
p
a
ctio

n

�
M
a
n
y co

m
m
o
n
 u
n
ita
ry tra

n
sfo

rm
s te

n
d
 to

 p
a
ck a

 la
rg
e
 fra

ctio
n
 o
f 

sig
n
a
l e
n
e
rg
y in

to
 ju
st a

 fe
w
 tra

n
sfo

rm
 co

e
fficie

n
ts

�
D
e
-co

rre
la
tio
n

�
H
ig
h
ly co

rre
la
te
d
 in
p
u
t e

le
m
e
n
ts �

q
u
ite
 u
n
co
rre

la
te
d
 o
u
tp
u
t 

co
e
fficie

n
ts

�
C
o
va
ria
n
ce
 m
a
trix 

d
isp

la
y sca

le
: lo

g
(1
+
a
b
s(g

))

lin
e
a
r d

isp
la
y sca

le
: g

f: co
lu
m
n
s o

f im
a
g
e
 p
ixe

ls

o
n
e
 q
u
e
stio

n
 a
n
d
 tw

o
 m
o
re
 o
b
se
rva

tio
n
s

�
tra

n
sfo

rm
s so

 fa
r a

re
 d
a
ta
-in
d
e
p
e
n
d
e
n
t

�
tra

n
sfo

rm
 b
a
sis/filte

rs d
o
 n
o
t d

e
p
e
n
d
 o
n
 th

e
 sig

n
a
l b
e
in
g
 

p
ro
ce
sse

d

�
“o
p
tim

a
l”
sh
o
u
ld
 b
e
 d
e
fin
e
d
 in
 a
 sta

tistica
l se

n
se
 so

 
th
a
t th

e
 tra

n
sfo

rm
 w
o
u
ld
 w
o
rk w

e
ll w

ith
 m
a
n
y im

a
g
e
s

�
sig

n
a
l sta

tistics sh
o
u
ld
 p
la
y a

n
 im

p
o
rta

n
t ro

le

�
Is th

e
re
 a
 tra

n
sfo

rm
 w
ith
 

�
b
e
st e

n
e
rg
y co

m
p
a
ctio

n
�
m
a
xim

u
m
 d
e
-co

rre
la
tio
n
  

�
is a

lso
 u
n
ita
ry…

?



re
vie

w
: co

rre
la
tio
n
 a
fte

r a
 lin

e
a
r tra

n
sfo

rm

�
x is a

 ze
ro
-m

e
a
n
 ra

n
d
o
m
 ve

cto
r in

�
th
e
 co

va
ria
n
ce
 (a

u
to
co
rre

la
tio
n
) m

a
trix o

f x

�
R
x (i,j) e

n
co
d
e
s th

e
 co

rre
la
tio
n
 b
e
tw
e
e
n
 x

i a
n
d
 x

j

�
R
x
is a

 d
ia
g
o
n
a
l m

a
trix iff. a

ll N
 ra

n
d
o
m
 va

ria
b
le
s in

 x a
re
 

u
n
co
rre

la
te
d

�
a
p
p
ly a

 lin
e
a
r tra

n
sfo

rm
:

�
W
h
a
t is th

e
 co

rre
la
tio
n
 m
a
trix fo

r y ?

tra
n
sfo

rm
 w
ith
 m
a
xim

u
m
 e
n
e
rg
y co

m
p
a
ctio

n



p
ro
o
f. m

a
xim

u
m
 e
n
e
rg
y co

m
p
a
ctio

n

a
*
u
a
re
 th

e
 e
ig
e
n
ve
cto

rs o
f R

x

K
a
rh
u
n
e
n
-Lo

è
ve

T
ra
n
sfo

rm
 (K

LT
)

�
a
 u
n
ita
ry tra

n
sfo

rm
 w
ith
 th

e
 b
a
sis ve

cto
rs in

 A
 b
e
in
g
 

th
e
 “o

rth
o
n
o
rm

a
lize

d
”
e
ig
e
n
ve
cto

rs o
f R

x

�
a
ssu

m
e
 re

a
l in

p
u
t, w

rite
 A

T
in
ste

a
d
 o
f A

H

�
d
e
n
o
te
 th

e
 in
ve
rse

 tra
n
sfo

rm
 m
a
trix a

s A
, A

A
T=
I

�
R
x 
is sym

m
e
tric fo

r re
a
l in

p
u
t, H

e
rm

itia
n
fo
r co

m
p
le
x in

p
u
t 

i.e
. R

x T=
R
x ,  R

x H
=
 R

x

�
R
x
n
o
n
n
e
g
a
tive

 d
e
fin
ite
, i.e

. h
a
s re

a
l n
o
n
-n
e
g
a
tive

 e
ig
e
n
va
lu
e
s

�
A
ttrib

u
tio
n
s 

�
K
a
ri K

a
rh
u
n
e
n
1
9
4
7
, M

ich
e
l Lo

è
ve

1
9
4
8

�
a
.k.a

H
o
te
llin

g
tra

n
sfo

rm
 (H

a
ro
ld
 H
o
te
llin

g
, d

iscre
te
 fo

rm
u
la
tio
n
 1
9
3
3
)

�
a
.k.a

. P
rin
cip

le
 C
o
m
p
o
n
e
n
t A

n
a
lysis (P

C
A
, e
stim

a
te
 R

x
fro

m
 sa

m
p
le
s)



�
D
e
co
rre

la
tio
n
b
y co

n
stru

ctio
n

�
n
o
te
: o

th
e
r m

a
trice

s (u
n
ita
ry o

r n
o
n
u
n
ita
ry) m

a
y a

lso
 d
e
-co

rre
la
te
 

th
e
 tra

n
sfo

rm
e
d
 se

q
u
e
n
ce
 [Ja

in
’s e

xa
m
p
le
 5
.5
 a
n
d
 5
.7
]

P
ro
p
e
rtie

s o
f K

-L T
ra
n
sfo

rm

�
M
in
im
izin

g
 M
S
E
 u
n
d
e
r b

a
sis re

strictio
n
 

�
B
a
sis re

strictio
n
: K

e
e
p
 o
n
ly a

 su
b
se
t o

f m
 tra

n
sfo

rm
 co

e
fficie

n
ts 

a
n
d
 th

e
n
 p
e
rfo

rm
 in
ve
rse

 tra
n
sfo

rm
  (1

≤
m
 ≤

N
)

�
K
e
e
p
 th

e
 co

e
fficie

n
ts w

.r.t. th
e
 e
ig
e
n
ve
cto

rs o
f th

e
 first m

 la
rg
e
st 

e
ig
e
n
va
lu
e
sd
iscu

ssio
n
s a

b
o
u
t K

LT

�
T
h
e
 g
o
o
d

�
M
in
im
u
m
 M
S
E
 fo

r a
 “sh

o
rte

n
e
d
”
ve
rsio

n

�
D
e
-co

rre
la
tin
g
 th

e
 tra

n
sfo

rm
 co

e
fficie

n
ts

�
T
h
e
 u
g
ly

�
D
a
ta
 d
e
p
e
n
d
e
n
t

�
N
e
e
d
 a
 g
o
o
d
 e
stim

a
te
 o
f th

e
 se

co
n
d
-o
rd
e
r sta

tistics

�
In
cre

a
se
d
 co

m
p
u
ta
tio
n
 co

m
p
le
xity

Is th
e
re
 a
 d
a
ta
-in
d
e
p
e
n
d
e
n
t tra

n
sfo

rm
 w
ith
 sim

ila
r p

e
rfo

rm
a
n
ce
?

d
a
ta
: 

lin
e
a
r tra

n
sfo

rm
: 

e
stim

a
te
 R

x : 

co
m
p
u
te
 e
ig
R
x : 

fa
st tra

n
sfo

rm
: 



e
n
e
rg
y co

m
p
a
ctio

n
 p
ro
p
e
rtie

s o
f D

C
T

�
D
C
T
 is clo

se
 to

 K
LT
 w
h
e
n
 ...

�
x is first-o

rd
e
r sta

tio
n
a
ry M

a
rko

v

�
D
C
T
 b
a
sis ve

cto
rs a

re
 e
ig
e
n
ve
cto

rs o
f a
 sym

m
e
tric tri-d

ia
g
o
n
a
l m

a
trix

Q
c

[trig
o
n
o
m
e
tric id

e
n
tity  co

s(a
+
b
)+
co
s(a

-b
)=
2
co
s(a

)co
s(b

)]

�
R
x
a
n
d
 β

2
R
x -1

h
a
ve
 th

e
 

sa
m
e
 e
ig
e
n
ve
cto

rs

�
β
2
R
x -1

~
 Q

c
w
h
e
n
 ρ

is 
clo

se
 to

 1

D
C
T
 e
n
e
rg
y co

m
p
a
ctio

n
 

�
D
C
T
 is clo

se
 to

 K
LT
 fo

r

�
D
C
T
 is a

 g
o
o
d
 re

p
la
ce
m
e
n
t fo

r K
LT

�
C
lo
se
 to

 o
p
tim

a
l fo

r h
ig
h
ly co

rre
la
te
d
 d
a
ta

�
N
o
t d

e
p
e
n
d
 o
n
 sp

e
cific d

a
ta

�
F
a
st a

lg
o
rith

m
 a
va
ila
b
le

�
h
ig
h
ly-co

rre
la
te
d
 first-o

rd
e
r sta

tio
n
a
ry M

a
rko

v so
u
rce



D
C
T
/K
LT
 e
xa
m
p
le
 fo

r ve
cto

rs

fra
ctio

n
 o
f 

co
e
fficie

n
t va

lu
e
s in

 
th
e
 d
ia
g
o
n
a
l

0
.
0
1
3
6

ρρρ ρ
*
=
 
0
.
8
7
8
6

x: co
lu
m
n
s o

f im
a
g
e
 p
ixe

ls

1
.
0
0
0
0

d
isp

la
y sca

le
: lo

g
(1
+
a
b
s(g

)), ze
ro
-m

e
a
n

0
.
1
0
5
5

0
.
1
1
8
5

tra
n
sfo

rm
 b
a
sis

K
L tra

n
sfo

rm
 fo

r im
a
g
e
s

�
a
u
to
co
rre

la
tio
n
 fu

n
ctio

n
 1
D
 �

2
D

�
K
L b

a
sis im

a
g
e
s a

re
 th

e
 o
rth

o
n
o
rm

a
lize

d
e
ig
e
n
-fu

n
ctio

n
s o

f R

�
re
w
rite

 im
a
g
e
s in

to
 ve

cto
r fo

rm
s (N

2x1
)

�
so
lve

 th
e
 e
ig
e
n
p
ro
b
le
m
 fo

r N
2xN

2
m
a
trix ~

 O
(N

6)

�
if R

x
is “se

p
a
ra
b
le
”

�
p
e
rfo

rm
 se

p
a
ra
te
 K
LT
 o
n
 th

e
 ro

w
s a

n
d
 co

lu
m
n
s

�
tra

n
sfo

rm
 co

m
p
le
xity O

(N
3) 



K
LT
 o
n
 h
a
n
d
-w
ritte

n
 d
ig
its …

1
1
0
0
 d
ig
its “6

”
1
6
x1
6
 p
ixe

ls

1
1
0
0
 ve

cto
rs o

f size
 2
5
6
x1

T
h
e
 D
e
sira

b
le
s fo

r Im
a
g
e
 T
ra
n
sfo

rm
s

�
T
h
e
o
ry

�
In
ve
rse

 tra
n
sfo

rm
 a
va
ila
b
le

�
E
n
e
rg
y co

n
se
rva

tio
n
 (P

a
rse

ve
ll)

�
G
o
o
d
 fo

r co
m
p
a
ctin

g
 e
n
e
rg
y

�
O
rth

o
n
o
rm

a
l, co

m
p
le
te
 b
a
sis

�
(so

rt o
f) sh

ift-
a
n
d
 ro

ta
tio
n
 in
va
ria
n
t

�
T
ra
n
sfo

rm
 b
a
sis sig

n
a
l-in

d
e
p
e
n
d
e
n
t

�
Im

p
le
m
e
n
ta
tio
n

�
R
e
a
l-va

lu
e
d

�
S
e
p
a
ra
b
le

�
F
a
st to

 co
m
p
u
te
 w
. b

u
tte

rfly-like
 stru

ctu
re

�
S
a
m
e
 im

p
le
m
e
n
ta
tio
n
 fo

r fo
rw
a
rd
 a
n
d
 

in
ve
rse

 tra
n
sfo

rm

D
F
T

K
LT

�
 

�?��x �
 

��

D
C
T

�
 

�?���
 

�
 

��

�
 

���?�
       

xxx



W
a
lsh

-H
a
d
a
m
a
rd

T
ra
n
sfo

rm

sla
n
t tra

n
sfo

rm

N
a
ssiri

e
t. a

l, “T
e
xtu

re
 F
e
a
tu
re
 E
xtra

ctio
n
 u
sin

g
 S
la
n
t-H

a
d
a
m
a
rd

T
ra
n
sfo

rm
”



e
n
e
rg
y co

m
p
a
ctio

n
 co

m
p
a
riso

n

im
p
le
m
e
n
ta
tio
n
 n
o
te
: b

lo
ck tra

n
sfo

rm

�
sim

ila
r to

 S
T
F
T
 (sh

o
rt-tim

e
 F
o
u
rie
r tra

n
sfo

rm
)

�
p
a
rtitio

n
 a
 N
xN

im
a
g
e
 in
to
 m
xn

su
b
-im

a
g
e
s

�
sa
ve
 co

m
p
u
ta
tio
n
: O

(N
) in

ste
a
d
 o
f O

(N
lo
g
N
)

�
lo
o
se
 lo
n
g
-ra

n
g
e
 co

rre
la
tio
n

8
x8
 D
C
T
 co

e
fficie

n
ts



a
p
p
lica

tio
n
s o

f tra
n
sfo

rm
s

�
e
n
h
a
n
ce
m
e
n
t

�
(n
o
n
-u
n
ive

rsa
l) co

m
p
re
ssio

n

�
fe
a
tu
re
 e
xtra

ctio
n
 a
n
d
 re

p
re
se
n
ta
tio
n

�
p
a
tte

rn
 re

co
g
n
itio

n
, e
.g
., e

ig
e
n
fa
ce
s

�
d
im
e
n
sio

n
a
lity re

d
u
ctio

n
�
a
n
a
lyze

 th
e
 p
rin
cip

a
l (“d

o
m
in
a
tin
g
”) co

m
p
o
n
e
n
ts

Im
a
g
e
 C
o
m
p
re
ssio

n

w
h
e
re
 P
 is a

ve
ra
g
e
 p
o
w
e
r a

n
d
 A
 is R

M
S
a
m
p
litu

d
e
. 



G
a
b
o
r filte

rs

�
G
a
u
ssia

n
 w
in
d
o
w
e
d
 F
o
u
rie
r T

ra
n
sfo

rm
�
M
a
ke
 co

n
vo
lu
tio
n
 ke

rn
e
ls fro

m
 p
ro
d
u
ct o

f F
o
u
rie
r 

b
a
sis im

a
g
e
s a

n
d
 G
a
u
ssia

n
s

×
=

O
d
d

(sin
)

E
ve
n

(co
s)

Freq
u
en
cy

E
xa
m
p
le
: F

ilte
r R

e
sp
o
n
se
s

fro
m
 F
o
rsyth

 &
 P
o
n
ce

F
ilte

r
b
a
n
k

In
p
u
t

im
a
g
e



o
u
tlin

e

�
R
e
ca
p
 o
f D

F
T
 a
n
d
 D
C
T

�
U
n
ita
ry tra

n
sfo

rm
s

�
K
LT

�
O
th
e
r u

n
ita
ry tra

n
sfo

rm
s

�
M
u
lti-re

so
lu
tio
n
 a
n
d
 w
a
ve
le
ts

�
A
p
p
lica

tio
n
s

sa
m
p
lin
g
 (d

ira
c)

F
T

S
T
F
T



F
T
 d
o
e
s n

o
t ca

p
tu
re
 d
isco

n
tin
u
itie

s w
e
ll



o
n
e
 ste

p
 fo

rw
a
rd
 fro

m
 d
ira
c
…

�
S
p
lit th

e
 fre

q
u
e
n
cy in

 h
a
lf m

e
a
n
s w

e
 ca

n
 d
o
w
n
sa
m
p
le
 b
y 2

 to
 

re
co
n
stru

ct u
p
sa
m
p
le
 b
y 2

. 

�
F
ilte

r to
 re

m
o
ve
 u
n
w
a
n
te
d
 p
a
rts o

f th
e
 im

a
g
e
s a

n
d
 a
d
d

�
B
a
sic b

u
ild
in
g
 b
lo
ck: T

w
o
-ch

a
n
n
e
l filte

r b
a
n
k

t

f

x
x

analysis
synth

e
sis

proce
ssing

h
h

g
g

o
rth

o
g
o
n
a
l filte

r b
a
n
ks

1
.
S
ta
rt fro

m
 th

e
 re

co
n
stru

cte
d
 sig

n
a
l

�
R
e
a
d
 o
ff th

e
 b
a
sis fu

n
ctio

n
s



o
rth

o
g
o
n
a
l filte

r b
a
n
ks

2
.
W
e
 w
a
n
t th

e
 e
xp
a
n
sio

n
 to

 b
e
 o
rth

o
n
o
rm

a
l

�
T
h
e
 o
u
tp
u
t o

f th
e
 a
n
a
lysis b

a
n
k is

3
.
T
h
e
n

�
T
h
e
 ro

w
s o

f Φ
T
a
re
 th

e
 b
a
sis fu

n
ctio

n
s

�
T
h
e
 ro

w
s o

f Φ
T
a
re
 th

e
 re

ve
rse

d
 ve

rsio
n
s o

f th
e
 filte

rs

�
T
h
e
 a
n
a
lysis filte

rs a
re

o
rth

o
g
o
n
a
l filte

r b
a
n
ks

4
.

S
in
ce
 Φ

is u
n
ita
ry, b

a
sis fu

n
ctio

n
s a

re
 o
rth

o
n
o
rm

a
l

5
.

F
in
a
l filte

r b
a
n
k



o
rth

o
g
o
n
a
l filte

r b
a
n
ks: H

a
a
r
b
a
sis



D
W
T

�
Ite

ra
te
 o
n
ly o

n
 th

e
 lo
w
p
a
ss ch

a
n
n
e
l

t

f



w
a
ve
le
t p

a
cke

t

t

f

w
a
ve
le
t p

a
cke

t

�
F
irst sta

g
e
: fu

ll d
e
co
m
p
o
sitio

n



w
a
ve
le
t p

a
cke

t

C
o
s
t(p
a
re
n
t)   <

C
o
s
t(c
h
ild
re
n
)

�
S
e
co
n
d
 sta

g
e
: p

ru
n
in
g

w
a
ve
le
t p

a
cke

t: w
h
y it w

o
rks

t

f

�
“H
o
ly G

ra
il”

o
f S

ig
n
a
l 

A
n
a
lysis/P

ro
ce
ssin

g
 

�
U
n
d
e
rsta

n
d
 th

e
 “b

lo
b
”-like

 
stru

ctu
re
 o
f th

e
 e
n
e
rg
y 

d
istrib

u
tio
n
 in
 th

e
 tim

e
-

fre
q
u
e
n
cy sp

a
ce

�
D
e
sig

n
 a
 re

p
re
se
n
ta
tio
n
 

re
fle
ctin

g
 th

a
t

D
ira

c
 b

a
s
is



t

f
F

T

t

f
S

T
F

T

t

f
W

P

t

f
W

T

�
a
re
 w
e
 so

lvin
g
 x=

x?
�
so
rt o

f: fin
d
 m
a
trice

s su
ch
 th

a
t

�
a
fte

r fin
d
in
g
 th

o
se

�
D
e
co
m
p
o
sitio

n

�
R
e
co
n
stru

ctio
n

�
in
 a
 n
u
tsh

e
ll

�
if Φ

is sq
u
a
re
 a
n
d
 n
o
n
sin

g
u
la
r, Φ

is a
 b
a
sis a

n
d
     is its d

u
a
l b
a
sis

�
if Φ

is u
n
ita
ry, th

a
t is, Φ

Φ
*
=
 I, Φ

is a
n
 o
rth

o
n
o
rm

a
l b
a
sis a

n
d
        

=
 Φ

�
if Φ

is re
cta

n
g
u
la
r a

n
d
 fu

ll ra
n
k, Φ

is a
 fra

m
e
 a
n
d
      is its d

u
a
l 

fra
m
e

�
if Φ

is re
cta

n
g
u
la
r a

n
d
 Φ

Φ
*
=
 I , Φ

is a
 tig

h
t fra

m
e
 a
n
d
      =

 Φ



o
ve
rvie

w
 o
f m

u
lti-re

so
lu
tio
n
 te

ch
n
iq
u
e
s

a
p
p
lica

tio
n
s o

f w
a
ve
le
ts

�
e
n
h
a
n
ce
m
e
n
t a

n
d
 d
e
n
o
isin

g

�
co
m
p
re
ssio

n
 a
n
d
 M
R
 a
p
p
ro
xim

a
tio
n

�
fin
g
e
rp
rin
t re

p
re
se
n
ta
tio
n
 w
ith
 w
a
ve
le
t p

a
cke

ts

�
b
io
-m

e
d
ica

l im
a
g
e
 cla

ssifica
tio
n

�
su
b
d
ivisio

n
 su

rfa
ce
s “G

e
ri’s G

a
m
e
”, “A

 B
u
g
’s 

Life
”, “T

o
y S

to
ry 2

”



fin
g
e
rp
rin
t fe

a
tu
re
 e
xtra

ctio
n

�
M
R
 syste

m
�
In
tro

d
u
ce
s a

d
a
p
tivity

�
T
e
m
p
la
te
 m
a
tch

in
g
 

p
e
rfo

rm
e
d
 o
n
 d
iffe

re
n
t 

sp
a
ce
-fre

q
u
e
n
cy re

g
io
n
s

�
B
u
ild
s a

 d
iffe

re
n
t 

d
e
co
m
p
o
sitio

n
 fo

r e
a
ch
 

cla
ss

fin
g
e
rp
rin
t id

e
n
tifica

tio
n
 re

su
lts

0

1
0

2
0

3
0

4
0

5
0

6
0

7
0

8
0

9
0

1
0
0

S
C

F
 A

v
e

ra
g

e
 IE

R
 =

 1
8
.4

1
%

       W
D

C
F

 A
v

e
ra

g
e

 IE
R

 =
 1

.6
8
%

Identification Error Rate (%)

S
C

F
0

0
9

.7
8

3
.2

6
4

.3
5

3
5

.9
0

3
3

.7
0

8
9

.9
6

6
.5

2
9

.7
8

0
3

.2
6

6
6

.3
0

1
5

.2
2

8
.7

0
2

1
.7

4
3

3
.7

0
1

4
.1

3
0

1
1

.9
6

W
D

C
F

0
0

0
0

0
5

.4
3

0
0

0
0

0
0

1
5

.2
2

0
0

1
3

.0
4

0
0

0
0

1
2

3
4

5
6

7
8

9
1

0
1

1
1

2
1

3
1

4
1

5
1

6
1

7
1

8
1

9
2

0

S
ta

n
d

a
rd

 C
o

rre
la

tio
n

 F
ilte

rs

W
a

v
e

le
t C

o
rre

la
tio

n
 F

ilte
rs

N
IS
T
 2
4
 fin

g
e
rp
rin
t d

a
ta
b
a
se

1
0
 p
e
o
p
le
 (5

 m
a
le
 &
 5
 fe
m
a
le
), 2

 fin
g
e
rs

2
0
 cla

sse
s, 1

0
0
 im

a
g
e
s/cla

ss



re
fe
re
n
ce
s fo

r m
u
ltire

so
lu
tio
n

�
Lig

h
t re

a
d
in
g

�
“W

a
ve
le
ts: S

e
e
in
g
 th

e
 F
o
re
st --

a
n
d
 th

e
 T
re
e
s”, D

. M
a
cke

n
zie

, B
e
yo
n
d
 D
isco

ve
ry, 

D
e
ce
m
b
e
r 2

0
0
1
.

�
O
ve
rvie

w
s

�
B
o
o
ks

�
“W

a
ve
le
ts a

n
d
 S
u
b
b
a
n
d
 C
o
d
in
g
”, M

. V
e
tte

rli a
n
d
 J. K

o
va
ce
vic, P

re
n
tice

 H
a
ll, 1

9
9
5
.

�
“A
 W

a
ve
le
t T

o
u
r o

f S
ig
n
a
l P
ro
ce
ssin

g
”, S

. M
a
lla
t, A

ca
d
e
m
ic P

re
ss, 1

9
9
9
.

�
“T
e
n
 Le

ctu
re
s o

n
 W

a
ve
le
ts”, I. D

a
u
b
e
ch
ie
s, S

IA
M
, 1

9
9
2
.

�
“W

a
ve
le
ts a

n
d
 F
ilte

r B
a
n
ks”, G

. S
tra

n
g
 a
n
d
 T
. N

g
u
ye
n
, W

e
lls. C

a
m
b
r. P

re
ss, 1

9
9
6
.

E
LE
N
 E
6
8
6
0
 A
d
va
n
ce
d
 D
ig
ita
l S
ig
n
a
l P
ro
ce
ssin

g

su
m
m
a
ry

�
u
n
ita
ry tra

n
sfo

rm
s

�
th
e
o
ry re

visite
d

�
th
e
 q
u
e
st fo

r o
p
tim

a
l tra

n
sfo

rm

�
e
xa
m
p
le
 tra

n
sfo

rm
s

D
F
T
, D

C
T
, K

LT
, H

a
d
a
m
a
rd
, S

la
n
t, H

a
a
r, …

�
m
u
ltire

-so
lu
tio
n
 a
n
a
lysis a

n
d
 w
a
ve
le
ts

�
a
p
p
lica

tio
n
s

�
co
m
p
re
ssio

n

�
fe
a
tu
re
 e
xtra

ctio
n
 a
n
d
 re

p
re
se
n
ta
tio
n

�
im
a
g
e
 m
a
tch

in
g
 (d

ig
its, fa

ce
s, fin

g
e
rp
rin
ts)



1
0
 yrs

1
 yr


